MODELOS DE CRECIMIENTO ENDOGENO

1. El Modelo AK

El comportamiento de los hogares

Nota: voy a denotar las variables cambiantes en el tiempo de esta
forma: x;, en lugar de x(t) como corresponderia a un modelo en tiempo

continuo.

Problema del hogar:

{c)
sujetoa: a =(r,—n)a, —c, (1)
dado a,

o-(o-mt| &
Max jo (1_9 jdt 0>0, 0>0

Solucion de este problema:
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Por tanto, las condiciones de optimalidad son:
¢, 1
—==(r —p). 5
c Q(t P) (5)
a,=(r,—n)a —c, (6)

junto con (4).



El comportamiento de las empresas

Max (k) (r = &)k

sujeto a: (k) = Ak, (7)

CPO:

L=A-6=>r=A-¢ (8)
El equilibrio

Dado que esta economia es cerrada, en equilibrio
debe ocurrir que a, =k,.

Def. Un equilibrio consiste en unas asignaciones
{c,,a,,k } y unos precios {r,} tales que:

a) {c,a, resuelven el problema del hogar, dado

s

b) {kt} resuelve el problema de la empresa dado

s

c) Los mercados se vacian=k, =a,, es decir
c, +k —(n+o)k = Ak,
N “ v ——

-
Consumo Inversién Producto




En definitiva, las condiciones de optimalidad del
problema son (sustituyendo (8) y k. =a, en (4)-(6)) :

c, +k —(n+0)k = Ak, (9)
¢, 1

—=—(A-5-p) (10)
c 0

limk, e """ =0, (11)

t—>w

Es facil ver de (10) que es una ecuacion diferencial
en la variable c;, con parametros constantes, cuya
solucion es:

Lia-s-pyt

¢, =c(0) e’ (12)

Supondremos que el crecimiento del consumo es
positivo, es decir, A> o + p. Ademas supondremos
que la suma de utilidades descontada esta limitada o
acotada, es decir, el consumo no puede crecer mas
rapido que el descuento:
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j et S Ty o jwe‘(”‘”)t (¢’ —1)dt < oo
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= _[0 e " Miedt - _[O e ""Midt < oo
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= (p-n) -T2 (A-5-p) >0
esto es, la “condicion de utilidad acotada o
limitada”.

En definitiva, existe solucidén con crecimiento del
coNnsumo positivo si

A>p+5>%(A—§—p)+n+§



Dinamica de transicion

Ahora demostramos gue el modelo carece de
dindmica de transicion, y calculamos el valor optimo
del consumo inicial. Con esto tendremos resuelto
analiticamente el problema:

Sustituyendo (12) en (9) tenemos:

k. = (A—5—-n)k, —c, e, donde y, :%(A—5—p)

La solucion a esta ecuacion es (ver apéndice 1):

k =| k — Co alA-s-mt Co o

L7 (A-5-n)-y, (A-6-n)-y,
donde (A—o6—n)—y. >0 por la condicion de "utilidad
acotada o limitada".



Si sustituimos esta expresion en la condicion de
transversalidad (11) tenemos:

lim{| k, —— 0 " %o gle-r-o-mlt L _
s (A—5-m—y. | (A—6-n)—.

= lim| k, - % n % limel
too | (A-o-n)-y. | (A-o0-n)-y, b )

=0 porque yCY(A—5—n)<O

—(A-5-n)]t

— lim| k % _0

-

t_m_ (A_5_n)_7c_
Para que se satisfaga esta expresion, tiene que cumplirse
que el consumo inicial 6ptimo sea:

¢, =[(A-5-n) 7,1k, (13)

Por tanto, la solucion al problema es:
Dado k, y 7/C:%(A—5—p) ;

k, =k, e,

¢, =[(A-5-n)—y. ]k =[(A-5—n) -y, ]ke",
y, = Ak, et

B K, + Ok, _J.to

ST

Todas las variables que crecen lo hacen a la misma
tasa constante.

=0



El problema del planificador

I\/Iax.[ g (Pt - dt
{o} J0 1—0

sujeto a: k, = Ak, — (5 +n)k, —c,
dado Kk,

Puede demostrarse que las condiciones de
optimalidad son:

c, +k —(n+8)k, = Ak, (14)
“=2(A-5-p) (15)
Ct

limk, e """ =0, (16)

t—oo

Estas condiciones son las mismas que obteniamos en
el equilibrio competitivo. Por tanto, podemos decir
que el equilibrio competitivo es Optimo y que
podemos encontrar unos precios (unos tipos de
interés y un precio sombra o variable de coestad0)
tales que la solucion del planificador coincida con el
equilibrio competitivo. En definitiva, se satisfacen
los dos teoremas del bienestar.



Apéndice 1

*Solucion de la ecuacion homogenea [kt:(A— o — n)kt} ;

k. =B e"*™ donde B es una constante arbitraria.

*Una solucion particular: k, = D & =k, =y, D e’ :
Sustituyendo esta solucion particular en kt =(A-5-n)k, -c,e”
CO
A-o6-n-y,
Notese que, por la condicion de utilidad limitada: A—d —n—y_.>0.

se tiene que D =

*Solucion general (sumando la solucion a la ec. homogénea y la
solucion particular):

5 C
k. =Be M 4 0 e’
A-S-n-y,

*Solucion completa: teniendo en cuenta que k(0) = k,, dado:
CO

A-5-n-y,

Por tanto, la solucion es:

k. =k, — Co a(A-o-n)t Co o7
A-o-n-y, A-o-n-y,

entonces B =k, —




MODELO DE CRECIMIENTO ENDOGENO
CON ACUMULACION DE CAPITAL
HUMANO

(Notas basadas en el libro de R. Barro y X. Sala-i-Martin: Economic
Growth, de MIT Press)

1. El comportamiento de los hogares
(Nota: suponemos, sin perdida de generalidad, que no hay
crecimiento poblacional, es decir, n=0; ademas, utilizaré
como notacion x; para aguellas variables gue cambian con
el tiempo en lugar de x(t), que es la notacion usual para
las modelizaciones en tiempo continuo).

El problema al que se enfrentan el hogar representativo es
(suponemos que el sector productor del capital humano no
tiene mercado explicito):

P e |
Max | e”—=dt, p>0,0>0
{au} 40 1-6
sujetoa: & =ra +wuh —c, (1)
h =B(-u)h -5, )
dados a,,h,

El Hamiltoniano asociado a este problema es:

H=g" {L;l+ﬂu (ra, +wuh —c,)+ 4, (BL-u)h _5hht):|

Sea =€ A, i=12= i, =e (4, —pk,),i=12

1t



Las Condiciones de Primer Orden (CPO) son:

oH ] ' ¢
—:O%Ctgzﬂl,t:@:_g_t (3)
oc, ﬂl,t C,
oH A W,
— O - 2t = —t (4)
ou, A B
e Ratio de
precio del productividades
capital humano marginales del input
(rjellag_vo "’T‘J. prlecm trabajo efectivo de
€l bien Tina cada sector
oH . :
ok =>4, (L —p) =4, (5)
t

Notese que de (3) y de (5) obtenemos la tipica condicion de
Euler:

¢, 1
P 6
c 9( .~ P) (6)
oH . :
_a:ﬂz,t _)_ﬂz,t(B_é‘h —,0) :ﬂ’z,t (7)
junto con las condiciones de transversalidad:
!ime""ﬂnat =0
lime”,,h =0

t—>w



2. Lasempresas

El problema de la empresa representativa es:

LY

Max Ak“h —w,h — (1, + 5)k,, (eneq. h =uh)
%/_/

Yt

Las CPO de este problema son:

W, = (1-a) Ak = (1-a) Ak{ (uh) ™ (8)
[ +6=a Ak = a Ak (u,h ) (9)

3. El equilibrio competitivo

Un equilibrio competitivo es un conjunto de asignaciones
{ct,ut,a[,kt,ht,ﬁt} y un conjunto de precios {r,w,} tales

que:

)

Las asignaciones {c,u,a,h} resuelven el
problema del hogar representativo dados los
precios {r,,w,}.

Las asignaciones {kt,ﬁ} resuelven el problema de
la empresa dados los precios {r,,w, }.

Los mercados se vacian:h, =u.h, , a =h, es decir,

usando estas igualdades junto con (8) y (9) en la
restriccion presupuestaria (1) se obtiene la
restriccion de recursos de la economia:

c, + k +0ok =Ak"(uh)™

L N L ! ,

-~
consumo jnversion bruta output




Una medida amplia o extendida del output de esta
economia se obtiene agregando a la produccion del bien
final la acumulacion de capital humano valorado a traves
de su precio en términos relativos del precio del bien final:

Q = Akta (utht)l_a +% B(l_ut)ht

t

(1_a)Akta (utht)_a B(l_u )ht

= Akta (utht)l_a +

N (1—a)(1—ut)j

t

= AKE (uh )" {1



Las ecuaciones de optimalidad del equilibrio competitivo
se resumen en las siguientes:

La restriccion de recursos de la economia:

k C,

L = Ak F(uh ) - -2 10

o= AR 5 (10)

De (6) y (9) se obtiene la condicion de Euler:

C 1 o-— -a

L= aAk ) -5 p ] (11)
t

De (2) se obtiene la tasa de crecimiento del capital humano:
%= BL-u) -, (12)

Sustituyendo (8) en (4) y derivando respecto del tiempo:
Aoy _ _aﬁm[hi}

ﬂ‘l,t 12,'[ kt ut ht

Usando esta ecuacion junto con (3), (7), (10) y (12), v,
sin perdida de generalidad, suponiendo ¢ =6, Se obtiene
la tasa de crecimiento del tiempo dedicado a trabajar en el
sector del bien final:

U l-a

b_1T% gy - (13)
u o K,

Las ecuaciones dinamicas (10)-(13) determinan la
evolucion de esta economia en el equilibrio competitivo,
junto con las condiciones de transversalidad.



4. EIl estado estacionario o la senda de crecimiento
equilibrada (Balanced Growth Path)

El estado estacionario o el Balanced Growth Path (BGP)
es una situacion en la cual las variables {c,kh} crecen a

una tasa constante y la variable u; es constante.



Primero vamos a mostrar que todas las variables con
crecimiento no nulo en el BGP crecen a la misma tasa:

X X :

Definimos y,, ==, parax=c,k,h,y; yiz(—j Uggp = U .
X X Joop

De la ecuacion (11), evaluada en el BGP, se tiene que:

a-1
y. = 1 aA[ﬁ) (u*)l_a —5-p|= (ﬁj debe ser constante
o i h BGP

= ¥ = V-
De la ecuacion (10), evaluada en el BGP, se tiene que:

a-1
Vi = A[ﬁj (u*)l_a - (&j — (&j debe ser constante
ht kt kt BGP

BGP
=7 =V
El ratio output/capital fisico es constante en el BGP, ya que

a-1

. k “\1-a

es igual a [—‘ (u") " . que ya hemos mostrado que es
BGP

constante; por tanto, también el output crecera a la misma tasa

*

que el capital fisico. En definitiva, y, =y, =y, = )/; =y.

Ahora vamos a computar el BGP, es decir, vamos a

determinar {y*,u*,(ct) (ﬁj {ﬁj }en funcion
kt BGP ht BGP kt BGP

de los parametros estructurales del modelo.



Definimos: ZE[%j wz(ﬁj 'Z*EE%j .
t /BGP ht BGP t /BGP

Las ecuaciones (10)-(13) evaluadas en el BGP son:

F =AW -5 (10)

y =g laA@) W) -s-p] D)

y =BA-u)-4 (12

Bu' =—1"%p . (13)
a

Es facil probar que la solucion a este sistema es:

.1

o' =—[p-(B-5)1-0)] (14)
7*=%[B—5—p] (15)
;(*:%[p—(B—é)(l—é?)]+l_7aB (16)
. (AxYie 1

w{Bj —[p-(B-5)1-0)] (17)

Es directo probar, dada la definicion de z°, que su valor de
estado estacionario es:

Z =Bla (18)



5. La dinamica de transicion

— Ct . — b _ - — .

Sean Zt:k_’  =—,; 2, =—=Aw U, ";
t h

Vamos a resumir en las ecuaciones siguientes la dinamica
de esta economia, basada tal dinamica en la evolucion

temporal de las variables: {y,,z,u}. Dado que estas
variables son todas variables de control, una vez que

hayamos estudiado su evolucion dinamica veremos como
esta evolucion depende de la variable de estado o,.

Usando las ecuaciones (10) y (11), junto con (16) y (18) se
tiene:

=2 t=(z -1 +(x - 19
A kt(t )=+ (x-7) (19)
Usando (10) y (12) junto con (14), (16) y (18):

a.)t kt ht * * *

a)t kt ht ( 1 ) (Zt )( ) ( t ) ( )
Usando la definicion de z, vy las ecuaciones (13) y (20):

4 (1—a)£ﬁ—ﬂj ——-a)(3,-7) (21)
Zt ut a)t

De la ecuacion (13) junto con (14) y (16):
%=B(Ut—u*)—(zt—z*) (22)

El sistema dado por (19), (21) y (22) define el
comportamiento dindmico de { z,,z,,u,}. Veamos cémo es

este comportamiento (solo estudiamos el caso « < 8):



De (21) podemos obtener la evolucion dinamica de z,
independientemente de las otras dos variables ya que sélo
aparece dicha variable en esta ecuacion. Por tanto, si
conociéramos el valor inicial del ratio output capital (zo),
la solucion a (21) seria:

(23)




Demostracion:

Z " 1
Z—::—(l—a)(zt —Z ) = Zt(Zt —Z*)

dz, = —(1— a)dt

1
:th(Zt _Z*)dzt :J—(l—a)d’f

N . , RHS
LHS

_ 1 ol Uz Uz
LHS—IZt(Zt_Z*)dzt_I{ . +(zt—z*)]dzt

t

- [—(1/z*) Inz,+@/z7)In(z - z*)] +C,

:(1/2*)In(zt_z ]+c:1

Z,

RHS = j ~(1-a)dt=—(1-a)t+C,

* * l-a
E . Z,—1 - = JBt

Por tanto, In(Zt ‘ j =—(l-a)zt+C,=> - =Ce(0‘j :
Zt 1 Zt

*

Zy

Si evaluamos la solucion en t=0 tenemos que C =
Z0

* * l-o
, a7 gy-7 =
Asi pues, la solucion es; — =0 e v’ .
4 4
t 0




El siguiente grafico nos ayuda a estudiar la dinamica de
esta variable:

N N-

En este grafico podemos observar que i

2,<(>)z =z, TH).



El siguiente diagrama de fases nos ayudara a entender la
dinamica de y, y de ug:

0.]

Zt:O

0—«

(Zt — Z*) +Z*

Z-t = 0:> Zt =
2.=0=>2z2=27

, «~ 1 .

U =0=u,=u +§(;(t—;( )

De estos graficos es directo deducir que:

4

Siz,.>7 =
° {;(O>;(*:>Zt =u,>u"(u )



Ahora vamos a relacionar la variable de estado (@) con las
de control:

De (19) y (22):
d)t

a * *
—ZE(Zt—Z )_7;{+B(ut_u );

W

: . , : ) :
Por tanto, si z, >z esto solo es posible si — >0, es decir,
)

t
Sl w, < .
(2,>(<)Z"

En definitiva, si @, < (>)o =1 7, > ()1 .

Ug > (<u
La dinamica para el resto de las variables del modelo pueden
deducirse de igual modo y queda como ejercicio.

6. Lasolucion del planificador

El problema del planificador es el siguiente:

1-60

I{\/Ia>}( Oooe"’tci—gldt, 0>0,0>0
Co U, _

sujeto a: ¢, +k, +ok, = Ak (uh )
ht = B(l—Ut)ht —5th

dados k,,h,

Queda como ejercicio mostrar que la solucion del
planificador también resuelve el equilibrio competitivo.



